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Chapitre n°6: Nombres complexes, partie 1/2 I

Objectifs :

1. Connaitre la définition. [penser d la dimension historique pour I'introduction]

2. Savoir effectuer des calculs avec les nombres complexes.

3. Savoir résoudre dans C une équation du 2nd degré a coefficients réels.

4. Savoir représenter un nb complexe par un pt et un vecteur.

[repeére orthonormé]

5. Savoir déterminer |'affixe d'un point ou d'un vecteur.

6.Connaitre et utiliser la relation zg=0A"

Histoire des sciences : Cardan.

Activité d'approche n°1 : Pourquoi de nouveaux
nombres

x"3+px=qg

Vocabulaire :

Au XVI'™ siécle, les mathématiciens italiens, dont Cardan, mettent au point des régles, plus
ou moins connues partiellement auparavant, pour trouver des solutions d'équations de degré 3
ou 4. On donne ci-dessous la régle de Cardan pour trouver une solution de I'équation .

I'inconnue x est nommée « la chose », p est nommé le « nombre

de la chose », et g est nommé le « hombre de I'équation »
(4 px= c{ _

1. Compléter:

Nomba o lo dose = 72 4

nomb de «?I:‘q'.: S¢

Régle de Cardan

Exemple : x* +24x = 56

Le tiers du nombre de la chose, élevé au cube,
étant obtenu, on y ajoute le carré de la moitié
du nombre de I'€quation et, du tout, on extrait

éﬁ;&—-—a.&?’# ...... .g_éj{_ ..........
......?....,-...5..1..2...._*..2..3.?“....;2..';.1..2,..1;{1.2

2'5_ Ke=4

=S¢
=-)2)

a4
.............;...l.Z..‘,’).é....-.—.ra\{.Jz.B.é..f.;i%__, V“U

avec son apotome.

En extrayant la racine cubique du binbme et
celle de son apotome, le résidu de leur
différence est la valeur de la racine.

D est la valeur d'une racine d

I'équation

2. Vérifier que 2 est bien solution de I'équation x* + 24x = 56 .
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4

y
L*+2bhx1 =56

la racine carrée que I'on met de cété. |, SR L= e )
TR T TN | R

Le demi-nombre que I'on a élevé au carré, tu X ST SR =.4.5.(bindme) Hes 2

ajoutes ou tu enléves l'autre : tu as le binome .. %.4.—..23covuen... =.3...(apotome) |l =2

e YHHL Eo+l

-1 == -2

(i-+g-(£-2)
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3. Appliquer la régle de Cardan a I'équation x’ — 36x = 91, en vous aidant de
I'exemple donné. Obtient-on bien une solution de cette équation ?

L YA R A 3 L=y e Y
S A :;u)’-: ...... 2030, LS
2
e I A X N AN O AN W23 Iy 2 S
I VA L T X T 10 =S
R T N Y S — AN 80525, 5 2 R
T2 VR N S AN W
....... VIR S S A0 25 S 1 PO

4. Appliquer la régle de Cardan a x’ — 6x = 6 . Donner une valeur approchée de la
solution obtenue et contraler ce résultat graphiquement.

- 6\*- _ 6 \* _ _ T

._T).,).-—; ....... 6 g ....... (T).— ............. T T ecescente 861'9——1_.;)\/.J ...... ——I ...........

.............. ,.‘-f--—z—v‘;ﬁqf)r'...z-—m;—z....
2 L P

5. L'équation cruciale
Soit (E) : x' — 15x = 4.

a. Conjecturer une solution entiere de (E) . Vérifier par le calcul qu'il

s'agit bien d'une solution de (E).

........... A2 ) Sohzbbn b0 2l 0

eeecsessccsscsecsscssssscsscssessrcsessccsecsscsscssesccsscssdesess e simmmtttatoodoros s T o000

¥ (G L, aAGY—-us ............... 2R
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Histoire des sciences : |'audace de Bombelli

Ce mathématicien décide de poursuivre les calculs malgré tout... V121=11 donc « \/—121 »
serait égal a « 11 V=1 » méme si ceci nexiste pas | Grdce a cette audace, Bombelli réussit a
N , . , .
prouver que 4 est bien solution de (E) (la démonstration sera effectuée plus loin).
V=1 n'ayant pas de sens, on utilisera d la place le symbole i, inventé par Euler au XVIII™
@ UL L
siecle.
I Y—'Z‘ ‘:‘1&' ,(V—"

Ces nouveaux hombres sont appelés nombres imaginaires.

6. Calculer avec des nombres (imaginaires a +cb

On calcule comme avec les réels en remplagan‘rﬂ:ar@dés qu'il se présente :
Exemple n®1 :2+3i+4+i=06 +4i.

Exemple n°2 : i(2 +3i)=2i -3 ’y CCHL. /LI PR Y e DA R b
a. Calculer : 4+i—5+3i=.. A.=S. . +.c.%bb.m.= bk ho......
I/ b. Calculer: 2 +4i— (1 +3i)=. 2.4 Lm o Blm bbb,
‘I _?; 1)' 1 c. Calculer : 2+ )3 —i)= b=ttt X b Xt )
l L 8 L\ 1 e eeeeereeieeeaeaa, e 6—-2!,.4-77.5 ...... - Lzzé‘l'f--" ..... -—l) ................
d. Calculer : (2 -2))3 +4i)=.._.. A 991—-}¢+i8‘uz ..................
<~ 20x (“2‘) T — SNy SO VA S - S R VS S 1 P
("'*") To 2"‘J’c»:“.l'iéc(lculer' D+ 2) = nz—,-l-u.-pL,;-—I-eQ;.-'-A;?,q-é, ¢
—b=-2 :
(a - b) 2 - 2.-_'2“b-pbz ..................................... - ...............2. ...................... ; ............................ : .....................
—> b:) _ f. Calculer: (i +2) = (L-*L)({,-{-L):LB.‘.LH.](ﬁ—kZI)
R TE PARTEy SO S S QI AN | W Ay cupell | A
e. Calculer : (i —2) = ..0. 2. btiv byt Lo 7o B
£ Q‘r Y y 2:31‘{':'24, tx (- b): -‘24 :'* A
— f. Caledler : (1-2)' = (L2 ) foim )iz Bomlrd Y i 2 )
e =20 bl 8e = M & == 2
g. Déduire des résultats précédents V11i+2 et J11i—2.
2 ' d /. ’
s 64....-4.-..2,. ........:...H.;;..,..p....&y ......... dec... ). 1 bkl =l L
itz 2) Rl him 2y Ml N AD  C 2
h. Résoudre |'équation x’=-1
Z y»
vt B e e et N e e ettt e e e e et —————eeee et e ————————aarerrr——————
_ C . e é MRS
(')Cw((_,:..a ...........................................................................................
2 —c 2 +v) =D
onc) J(—~£‘):D ov XH+. =
3/13 Do 2¢ = ¢ ov 2 = -

OOF‘( l(/) 40'0 ‘7"” le Ze *'.,p (’D?uoéﬂ; ;ah}' bh 0-1,——1"_
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.....................................................................................................................................................

.....................................................................................................................................................

Cours n°1 I
Chapitre n°6: Nombres complexes, partie 1/2 I

I) Nombres complexes : forme algébrique.
Propriété n°1 (admise)
Il existe un ensemble, noté (. appelé ensemble des nombres complexes, et qui
possede les propriétés suivantes :
a. Cet ensemble contient ....’.T.a.l!&....l.%.....lf?.ﬂ.m."..'.'%.....mé.b/.{-ﬁ .................................

b. L'addition et la multiplication dans IR se prolongent dans €. et les régles de
calculs restent les mémes.

c. d: contient un nombre complexe, noté (, et tel que z,.l - -4
d. Tout nombre complexe z s'écrit de maniére unique sous la forme
..... A.*.C.b....., aet bétant des nombres réels.

Démonstration du a:

Les nombres de la forme a+0i sont réels. '

Vocabulaire

Si un nombre complexe s'écrit ....==Z.. . WL ,alors :
A.

&ﬁ-ﬁtb s'appelle la forme algébrique de :.
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b. a estla ....p.a(}.ﬁc....ce‘.os{/@ ........................... de z. On la note %e(z). C'est un
nombre réel.
c.bestla ....ﬂa.(}f?..t.....ljmd..g..!tmﬂ.tja(-.m ...... de z. On la note Ym(z). C'est

un nombre réel.

d. Sia=0,z= (b et zest dit imaginaire pur.
e.Sib=0,. ;aﬁl: m)’vnwﬂméac e e//

Vorxb' Vo' x V3

Exemple n°1 -2z -Ix2
Siz=1-2i, Re(z)=.... 4 et Imz)=..=2.. V=2 I'VT" Vz—’ _ W
Siz= V22, Re()=...Q. et Im(z=d 2. = R -
, Re(z)=....Q. N2 ] 0 VIl
Siz=-2i, Re(z)=...0.... et Im(z)=..=. L-... ¢ AP
Re(4i—2)=.=2....et Im(4i—2)=...4H.... a 4+ b
Exemple n°2 Vow Loid .

On sait que z; =3 —4i et que z; =2 +3i

Calculer : _Exe w/’e 2

2+ 2 - Exe—ple "3
...... ey :'&-L.;-{Z-&?c;g"’
........... ‘ :S—L‘._—L}'Z

............ 51-%1: -[1&‘-(21'3(..):3-4:—2—3(.;1- o

......................................................... 2 ;"(.'}a):"f"‘(‘”-’)
SRS =St it M SN UNY AUV SN R 5 W
T PR >
- :é— — -Q-- [
| |
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Exemple n°3

Résoudre dans C : 5z+ 1 =4i 2.

'5%+l ...... ey ST
..... ST O Y et

MR G S ) =5 P,
............................. 3_ ‘F‘ vrrrrreneennB T S D 5 5
..................................... T 50&(;#2!9110"#'“@'#—’41’”4
s g e s
Résoudre dans C : 5z + 1 =4z - 2i R <

............ Q/.JD:-—-Z.L- gf{féfa.r%f?}g;{fffc

............................................................................................................... ez
Auke.. exewpli.....f. S D)2 wdm i @ Dot

(5. -7 )5 - 43 L (f,,_ )\5 S ) -%3

o % ’ i A __ ok 2lem? )2 02 -+ l. = =2 el

- Exercice n®1 _ (6 ) (Se -3 % = <« 2.—1 ¢

Ex.1p.210 - VT (, N I + (509
Exercice n°2 — S -F

EX4P210 5:-_(‘2‘-—,)6,‘-.4— +)Y _/l0o—-19, — >

(5-%) (Sv+3) ~ —25-49
; = 2 _ 19 - _ 2 - 194 y
A L 74

Exercice n°3
Ex.10 p.210

Exercice n°4 Corelon ex| X (ok PoL— F’avs)
Ex.36 p.212 Co rre Mn.l"' exl_ 3 .)

Exercice n°5 = 2(2+) =5 (224 20
Ex.40 p.212 2> ) (24 20)

:"66(.'*3 —-S’(—-?—{'.Z:')
Ex.54 p.212 —Ce TR s o

— Lo+ 12
Exercice n°7

Ex79p214 A ¥ — 2x -rl 7
(DC——-I)(X?'-I-QC-—l) -0

Exercice n°6

x - | =20 s %45 — = O
(A—f-l‘b —-l-—-\}?—r
A - - - le(-r.') - ‘ - . ‘--l—rs:_f“
YIRS JET z
@ ’%Cq‘z ;[; <3¢)123 Len poisseran son/ Pw-a n)b.»-a\
6/13 &) . Sv ot o r‘c’}a/{a/\ .
[gu)z. ¢_ g)tl # Zg)(,?"’ (/‘@-;— l:aé(_,,z-s——@ o + (Lxc,)a
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- = C

Cours n°2 I

IT) Conjuqué d'un nombre complexes

Définition n°2 ?
Soit z=a + ib un nombre complexe. On appelle .. ddnJ 9 “.e... du nombre
complexe z le nombre complexe noté z telle que z= .. a.3..L.. k..

Exemple n°4 :
Siz=4-5i,alorsz=..Lp.4.5(..

Propriété n°2

Soient z et z’' deux nombres complexes. Alors :

ztz'=z+z7'

ZXz'=zxz’
“n ~n
z' =z

Z =z

Siz'#0, alors ‘%': % i:

1.
2.
3.
4. 2= +b <«
5.
6.

Démonstration :

1.z4z'=a+ib+a +ib=.0+0 +L((v+b) —oH-a —=.L.(bxb")

z+z' —m—clv+a—t‘2’ .............. ’é‘-—q—% .....................................
2. zxz'= (a +ib)x(a'+ib) =....al. wp..c.(. kea..fﬁ..a.b.)...m..b..b..‘ ......
Z><Z = aa .-.!:b -r_, (ba .q.gp.!;..) .......................................................

zxz' —(a+1b)><(a’+lb') (d —ab)(a p— 1?) =..a.0. ,__bb m;_,(a'a_g.[:a)
zxz' =, 3)(.5 .........................................................................................

DONC &t oo i eresere e sneretereesenens
3. Par r@.46.are. ..., () - ﬁn :(%‘\"

Takelisah: 0.0.:.5 (' ”l'c”fvmo ...... é‘l ...... % ....d?.a&..% ..... 5 ........
............................................ .. 3)15.&9411, L. U) b NP ..

Mecdoke..... ufpaﬁoas. GotRln). ek il
Qémﬁr}"ar& J}v ")0 = Aﬂh& LE...£A5... ?(”"‘ ) e?}’\('s?"e.

N+ |

............. P(ﬂ-{-{)- N+ ? (-——

n=|

net ! A _ n P nx = (=
= 375 =33 =3) 7 :5)
7/13 ? % % [Pfor-Z..Z) (P(’\))

Donc ) ) P{ﬂ) EAI’V#'C, alos P n-H) erlV vemie
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] ! F ALK Nl e AL ...
Loadusion.... PL1). .k D'Z,fﬂ" g? £. qj—vfﬁ L:zr;‘fdufl’ a% =
4. zz=(a+ib)x(a+ib)=..( k.. :a R A Lr) b T,
5. Z = a+ib =..@.mtb..... :.,....al.:f-..;..!?. ............................................................

Exemple n°5
Donner la partie réelle et la partie imaginaire de _43+ 6ii :
4+6i _ 4+6i  —3+4i _ (A-a- () -3+b7) =12 =18 41 - 24
34T T34l T3ral TR m)( S r T ”
(on multiplie le dénominateur et le numérateur par le conjugué du —_%§ _ 2,
A s 2
dénominateur)
4+61 | _ A 4+61 | _ 2
Donc %e (——3—41') ._.._i_s. et Im (—3—41’) ......... ,_i? .........
Exercice n°8 g _-bL-val
xem;igpzm Beooze - P
8p. a
—— ‘
Exercice n°9 V-3¢ = ox( L+ U |
Ex.66 p.213 =6 %2 = >

car 05.«.') = =38,

Cours n°3 I

IIT) Equation du second degré a coefficients réels.
Propriété n°3
Soit az?+bz+e=0 une équation du second degré dans C avec q, b, et ¢ trois
nombres réels.
On note A=b?>—4ac.
a. Si A>0 |'équation admet deux solutions réelles distinctes :

—b—VA _ —b+VA
etz =

Z; =

2a 2a
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o+ bxc - d

- b - (2 .0+b”7a . b
= (a) + (k)x (c)= (4) 22+ 2
-&
2 3 (- ')°
’ i - b-i¥en
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, .Za,ﬂ
. (4 . 5 . —b “'D(OU - —L - l
b. Si A=01'équation admet une unique solution z, = = T o

—b—Sc2
[ - 2 e

2a...

c. Si A<0, I'équation admet deux solutions complexes distinctes :

- N
—h i \NOA] (conjugué de =)

_.-. T
Démonstration :

az’+bz+c=a ((

b

Z+—
2a

Pour les cas a et b : voir la démonstration de premiere.

Pour le cas ¢ : la mise sous forme canonique va donner :

2
__A
44°

b\ (i V{K >
Comme A est négatif : az’+bz+c=a ((z+_) _(’ ) )

| —

a

On factorise ensuite en utilisant |'égalité remarquable a— b* = @—JJ)(&—;-J;)

Exemple n°6 — :
? € B :—z—y-|€=—2-—_ﬁ£—:_l_2“

Résoudre z?+2z+5=0. /9 ) 2 - z
................ A::Zz'-/axgxl:—fé(au };—7—"'\“‘ :”42..,4’_’. = -‘—29

Exercice n°10

Ex.81p.214
Exercice n°11 (algorithme)

Ex.82 p.214
o 3%

D

oS (Z)L) >0

cos(2>)>0 s
O +2LT <2 x LT=2LT

/1,2‘17'\[_#_ O + kT<z<1z7,_+k7T

Lj%tﬁ&—d%r c

> [ k=0 O(z({

/
s

N

.

— [y 747(43%"'

k:Z.:dc wrs de [df'z_"-j
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Cours n°4 I

IV) Représentation géométrique des nombres complexes.

Définition n°3

Soit z=a+ib un nombre complexe.

point M.

Soit (O, @ ; V) un repére orthonormé (orienté dans le sens trigonométrique).
Alors le point M (a;b) est |'image du hombre complexe z, et z est |'affixe du

Soit W un vecteur de coordonnées (a;b). z = a+ib est |'affixe de w .

Exemple n°7 S
Soit z;=-3 -4i. Placer 4, image de z,. 4
Quelle est I'affixe de B ? 3 é
....... g B:;,Z-t'?u. 2
' . -/ )
Quelligs‘r Ixa;‘f_n:a de 4B 2, _ (-3) i
......... A Ib(t‘ﬁ&'laﬂ)ﬂ& g __(_/_\) | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ :
..................... g-.- escsssscccccccvessssssssssse _5 _4 _3 -2 _1 C 1 2 3 4 5X
—_ = -1
AB ( A 255 S+ Fi
-2
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Propriété n°4

Exemple n°8

1. Deux vecteurs sont égaux, si, et seulement si, ils ont méme affixe.

2. Le milieu / de [4B] a pour affixe z,=

_ZA+ZB

2

On considére les points 4,B et C d'affixes respectives :

ZAZI,ZB:3+2I'C1'ZC: 3 - 2i.

—

Sont-ils alignés ?
ont-ils alig ( n

=l —> A ])O
55;;:341(' — (% (’5/ 2,)
2. =3-20 — c (2,%2)

pas co limdanes .
Do-e ﬁ,G{}C ne So«)"

P> ao "9""5.
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Z - a 0 2Xl"2XO+C:Oﬁ“—’> C..:—CZD_
O L

l.jc'l7uatﬁ‘6n ca/Lzl‘Sv'epmc-pée (H’B)

4!

ok 2""243— 2=0
ce (no)? E/x) =0,0001x +3
C(3,-2) = 2x3-2.(2) -2
= & + 4 -2
= 8 +0 .

Vo.. C ¢ (/5}3)
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L—

Exercice n°12 Pou,
Ex.12 p.210

Exercice n°13
Ex.13 p.210

Cours n°5 I

V) Module

Définition n°4

On appelle module d'un nombre complexe z=a + ib le réel positif [ tel
que = Va?+p>.

Remarque. :

( Le module correspond géométriquement a une longueur.

Propriété n°5

1. z%=z,5 \"
2. fezil= N R M—
3. fal-.l3]
«51. Ekzu —.\.%.\\

LU= } ~
6. [2]- 522541

Démonstration. : \/ 3T 44 £ 3 .f

...... 5’3—-:(9;—“5)(#»-—!-‘9 ;Ol—(LL)L:GL—t'bL
....... 4251360\*Lb)(a'+; .Q....:.....(A.G!.’.zl-...L.‘EJS.I'.-.L.i'&r.é.L’Qi.rlv...(:Q..L..)............

T 1 (SO RSN T Y
%“a+'_g:_a-cb;@@+£xpg
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Exemple n°9
On considere les points 4,B et C d'affixes respectives : A ('J_%)_ 2(3} Z’)
ZAZI,ZB:3+2ieTZC= 3-2i. A (ZI)

Calculer lz ], Jz,) et [M . En déduire la nature de 4BC.

S SO T AL E N oW B LTI WET P ) L)

Mot secseessessessessessscsscsscsscssessns

%‘5" = 242 | = 2+L¢ ; 5 _3A:1'2"'l‘:2—2{ ’
M Donc [56* 2 n f' }%c"gn] Dont le }'nan%[._ Aol

-

Attention: [z+z '[i.;‘;mz[hmz ] = v__—————-,“"‘ ek ison le e..
2°4

L—

Exercice n°14
Ex.16 p.210

Exercice n°15*
Ex.19 p.211

Exercice n°16*
Ex.102 p.215

Exercice n°17**
Ex.184 p.227
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Résultats ou indices I

Ex.1 (1p.210): dans le désordre : -4 et 0;0et7;3et2; -1 et 1
Ex.2 (4 p.210) : dans le désordre : -2+3i ; 10-4i ; 12-4i

Ex.3 (10 p.210): 1. 2-3iet %iZ. Jeti,

Ex.4 (36 p.212) : dans le désordre : 10-12i ; % - %i;-13-25i; -1143i

. -5 3 1r 13 ., 3 1
.5 (40 p.212): D130 ——— D —— = = —
Ex.5 (40 p.212) : dans le désordre : -1-3i > 5 59729 10 To !

Ex.6 (54 p.212) 1 x=1et y=— >

2
1 3 1 . 1-v5
Ex7(79p214) 1. 5—2161' E‘i‘ 512 1+2iet1-2i3. > et
—1+V5 , 5 VIT o5 AT
y Yo e et e
_ , ol =50 —2-3i
Ex.8 (8 p.210) : dans le désordre : 3 27 (1+i)(-3-11i) ; 111 se | )
1+3i(1+) 5 -i(9 ~2i) L 3= 2o o _=¢(1~47)
Ex.9 (66 p.213) : Gueldizydtdsybrs i3 I+ 0 a7 f*.'
Ex.10 (81p.214): 1. V5 V5l et-12. 2i-2j-ieti3. 22qieti ©O° 3-2c  1-1
\ . . _\__—‘-\__‘__
Ex.11 (82 p.214) : Un test a faire sur le signe de delta... AV
Ex.12 (12 p.210) : dans le désordre : 1-i ;-1+2i ;2+i ;1+3i ;3+2i ;3 ;-2+2i -2(')2- 5
Ex.13 (13 p.210): il
P c 4:94;“, é—-—-"z? 3-Z-L_O
| EEE =125 @u (? 4\ o)
1 | = LS
- L\ Bl | e QI '}-—-———' - o =
= % V=5 7] Tz 5= g
.Z():\l"’“ OJ(_‘ 57 S — ,2‘}2.
—wWh! o -Vh Ly-e
-2 ov -
D

Ex.14 (16 p.210) : |zu=|ze=2 ; |2572,5 ; |zd=|zr=3 . |z0[=|z6=1

Ex.15 (19 p.211) : 25.

Ex.16 (102 p.215) : Dans le désordre : Médiatrice de [4B] avec A(2i) et B(-2+3i).
Cercle de centre O et de rayon 3. Cercle de centre ((7) et de rayon 5.

Ex.17 (184 p.227): 3. 1 et 4 4. EM; fz 2-V3 et2+43.
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